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ESPACES FIBRES LINEAIRES FAIBLEMENT

NÉGATIFS SUR UN ESPACE COMPLEXE^ )

PAR

VINCENZO ANCONA

ABSTRACT.   Let F be a coherent sheaf over a compact reduced complex

space X, L(F) the linear fibre space associated with  F, S (F) the fcth symmetric

power of F. We show that if the zero-section of L(f) is exceptional, then

tf(X, E ®(j   S*(F)) = 0 for every coherent sheaf E on X and for r > 1 and

sufficiently large k.  Using this result, we deduce moreover that Supp F is a

Moisezon space.

Introduction.  Dans [6] H. Grauert introduit la notion de négativité faible

pour un espace fibre Unéaire (non nécessairement localement trivial) sur un espace

complexe, et dans le cas localement trivial démontre un critère de projectivité

pour les espaces complexes compacts [6, Satz 2, §3] qui générahse celui de

Kodaira [8].

Ici on donne une généraUsation faible de ce critère dans le sens suivant.

Etant donné un faisceau analytique cohérent sur un espace complexe compact,

on dit qu'U est faiblement positif si l'espace linéaire associé est faiblement négatif

au sens de Grauert; on montre donc qu'un espace complexe compact réduit X

qui porte un faisceau F faiblement positif tel que Supp F = X est un espace de

Moisezon (Théorème 4.1).

La preuve utüise le théorème, dû à Rossi [12], que pour tout faisceau

coherent 5 sur X on peut trouver une modification propre it: X —► X telle que

le faisceau S, quotient de 77*S par son sous-faisceau de torsion, soit localement

Ubre. Si l'on pouvait démontrer que si S est faiblement positif S l'est aussi, le

Théorème 4.1 serait une conséquence immédiate du résultat de Grauert. Mal-

heureusement on est loin d'une teUe conclusion, parce qu'on ne voit pas bien

les rapports entre les espaces fibres linéaires associés aux faisceaux S et S.

Pour démontrer le Théorème 4.1 on suit alors le procédé de Grauert:

on établit un théorème d'annulation de la cohomologie (Théorème 3.2) grace

auquel (et en faisant appel seulement â ce moment au résultat de Rossi) on peut
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trouver un'application bimeromorphe (au sens de Remmert [9] ) de X sur un

sous-espace analytique d'une grassmannienne.

Le Théorème 4.1 est voisin de certains résultats obtenus par Riemen-

schneider [10], [11].

Le §1 de ce travail contient des rappels et des préliminaires; dans le §2 on

étudie en détail une filtration de certains groupes de cohomologie (Proposition 2.3);

au §3 on établit le théorème d'annulation de la cohomologie (Théorème 3.2),

aussi dans sa forme relative (Théorème 3.4); dans le §4 on démontre finalement

le Théorème 4.2, et un autre théorème (4.3) qui établit le même résultat sous

des hypothèses différentes.

Les résultats de ce travail ont été annoncés dans [1].

Je remercie G. Tomassini, avec lequel j'ai eu des nombreuses discussions

sur les arguments de ce travail.

1. Préliminaires.

1. Soient X un espace complexe, F un faisceau analytique cohérent sur X.

Notons 5(F) l'algèbre symétrique de F ; c'est un' O^-algébre graduée de présen-

tation finie. Soit 5(F) = ^x^iF); Sk(F) est la fc-iéme puissance tensorielle

symétrique de F; c'est un (^-module cohérent.

Soit

(1) 0 -+ H -+ <?x ~* f-* 0

une résolution de F sur un ouvert U de X. En passant aux algebres symétriques

on obtient un'application surjective a: 0X[TX.Tp] —* 5(F). Soit / =

Ker a. Le lemme suivant, bien connu, permet de décrire /:

Lemme 1.1.   Soit A un anneau, etO—+K—+Ap—*M—+0 une suite

exacte d'A-modules.  On a alors la suite exacte d'algèbres sur A: 0 —► N —►

A [Tx.Tp] -* S(M) -+ 0 où N est l'idéal de A [Tv . . . , Tp] engendré

par les formes linéaires axTx + . . . + apTp telles que (ax,. . . , ap) G K.

La graduation canonique de 0X[TX,. . . , T ] induit sur/ une graduation:

on a / = ®fc>(/fc où Jk = / n Sk(0x) et pour tout entier positif k une suite

exacte

(2) 0-+Jk-+Sk(Qx)-^-*Sk(ï)-+0.

D s'ensuit que Jk est un faisceau analytique cohérent, et le Lemme 1.1 implique

que pour tout x de U, Jk x est formé des polynômes homogènes en Tx,..., Tp

à coefficients dans Qx x du type

«Tv •■•>Tp)=Z f.(Tv ..., TjßnTx +...+ a.pTp)
i-i
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ouf¡(Tx, ...,Tp)G Ox¡x [Tx, ...,Tp],degf¡ = k-let (aiX,..., aip) G Hx.

Soit maintenant

0') 0^H'~+ 0X'—^F^O

un'autre résolution de F sur U. Si U est un ouvert de Stein une simple applica-

tion du Théorème B montre qu'on a un diagramme commutatif (sur U):

0 — H-+QP-+ F -* 0

(3) |        f       |id
0^H-+0X' -^ F — 0

d'où on obtient un autre diagramme commutatif

0 -+ Jk -* Sk(0x) —■ Sk(T) -+ 0

(4) î fid
o — J'k -> sk(0£) -» sk(F) — o

2. Notons Y = ¿(F) l'espace fibre linéaire associé â F (v. [5] ), et 7i: ¿(F)

—► X la projection. Localement ¿(F) se construit de la manière suivante: si

x G X et U est un voisinage ouvert de x sur lequel on a la résolution (1) de F,

on a un'immersion fermée de V = ¿(F) I U(2) dans I/xC" dont l'image est le

sous-espace analytique fermé Vx de U x Cp défini par l'idéal / de 0uxcP engen-

dré par les fonctions du type axzx + . .. + apzp avec (ax,. . . , ap) G V(U, H)

(zx,. .. , zp étant les coordonnés dans C). Si (l') donne un'autre résolution

de F sur U, on obtient un'immersion fermée de V dans U x Cp d'image un

sous-espace analytique fermé V2 de U x Cp', et du diagramme (3) on tire un'ap-

plication analytique u': U x Cp —► U x Cp' au dessus de U, Uneaire sur les

fibres, qui induit un isomorphisme de Vx sur V2, et tel que le diagramme suivant

V^-+Ux C
® A     A'

Ux Cp'

soit commutatif (i et j indiquent les immersions décrites ci-dessus). Les fibres

Lx = 7r-1(x) de 7T sont des espaces vectoriels (réduits) de dimension égale á

dimcr~x/mxr~x  (mx idéal maximal de 0Xx).

Une forme linéaire sur Y = ¿(F) est un'appUcation analytique Y —+X x C

au dessus de X Uneaire sur les fibres. Pour chaque ouvert U de X notons

F(L(J)){U) l'ensemble des formes linéaires sur ¿(F) I U. On obtient ainsi un

(2)  Si ir: Y-* Z est un'appUcation, et Y", Z' sont deux sous-ensembles de y et Z

respectivement, on pose Y' \Z' = Y' n n~ (Z').
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faisceau analytique F(L(F)) sur X, et on a un isomorphisme canonique d' Qx-

modules F(I(F)) ^ F (v. [5]).

3. Soit X un espace complexe, F un faisceau analytique cohérent sur X

Pour tout entier positif / l'ensemble des faisceaux quotients de F qui sont locale-

ment libres de rang / admet une structure d'espace complexe, noté Grass, F (y. [4,

exposé 12]); de cet espace nous utiliserons les propriétés suivantes.  A toute

surjection de faisceaux cohérents E —► F il correspond un'immersion fermée

Grass, F <-* Grass, E. Pour q > l on a Grass,(ö£) = X x G(q - /, q) où G(q - /, q)

est la grassmannienne des sous-espaces vectoriels de dimension q - l de C*.

Finalement si E est un faisceau localement libre de rang / sur X, on a Grass, E = X

4. Soit G un ouvert de C" et (¿>: G —► R une fonction C°°. Soient

(zv . . . , zn) les coordonnés de C" et w G G. La forme hermitienne

Lip; w)=2L rrrWz z
u tefizj       '

s'appelle forme de Levi de i¿> au point w. On dit que </? est fortement pseudo-

convexe sur G, si L(y>; w) est définie positive en tout point w de G.

Si X est un espace complexe, on dit qu'une fonction <¿>: X —* R est forte-

ment pseudoconvexe si pour tout point x G X il existe un'immersion fermée r

d'un voisinage U de x dans un ouvert G d'un espace affine, et une fonction <j>:

G —*■ R fortement pseudoconvexe, telle que </> | U = § ° r.

Soit 77 : X —► 5 un'application holomorphe entre espaces complexes.  On

dit (v. par exemple [7]) que 77 est 1-convexe si pour tout s G 5 il existe un

voisinage ouvert U de s, une fonction (¿>: X i U —► R et une constante c0 G R

tels que:

(i) ix) | {x G X | U: ix>(x) > c0} est fortement pseudoconvexe.

(ii) Pour tout c G R l'application ît|{x G X|t7: <x<x) < c] est propre.

(iii) (XJ|{x G X\U: ip(x) > c0} n'a que des minimums locaux isolés.

Dans le cas où 5 est réduit á un point, on obtient les espaces fortement

pseudoconvexes d'Andreotti-Grouert [2], que nous appellerons simplement

espaces 1-convexes.

Si it: X —*■ S est un'application holomorphe 1-convexe et F un faisceau

analytique cohérent sur X, les faisceaux images directes FP7T*F sont cohérents

sur 5 pour tout entier p > 1   [7, Theorem 3.5]).

5. Soit 7t: X —* X un'application holomorphe entre deux espaces com-

plexes. On dit que 77 est une modification propre si elle est propre et surjective,

et il existe un sous-ensemble analytique maigre N de X tel que 7rlX\7r-1(xV) soit

un isomorphisme analytique de X\77_ x (N) sur X\xV.

Nous aurons besoin du résultat suivant dû à Rossi [12] :
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Theoreme 1.2.   Soient X un espace complexe irréductible et S un faisceau

analytique cohérent sur X. Il existe alors un espace complexe irréductible X et

une modification propre n: X —> X ayant les propriétés suivantes:

(i) SiN=C{xGX: Sx est libre sur 0Xx), alors it\X\it~x(N) est un iso-

morphisme de X\ir~x(N) sur XW.

(ii) L'image inverse S* = n*S de S est un faisceau localement libre à

moins de la torsion, i.e. si T(S*) est le sous-faisceau de torsion de S*, S*/T(S*)

est localement libre.

6.  U est bien connu que si X est un espace complexe compact réduit et

irréductible, le degré de transcedence sur C du corps des fonctions méromorphes

globales sur X est inférieur ou égal àn = dimcAr.  S'U est exactement égal â n,

on dit que X est un espace de Moisezon. Si X n'est pas irréductible, on dit qu'ü

est un espace de Moisezon si toute composante irréductible de X l'est.

Tout sous-espace analytique réduit d'un espace projectif est de Moisezon;

en effet par le théorème de Chow U est une variété algébrique, fl s'ensuit que

tout espace complexe qui possède un'appUcation biméromorphe (au sens de

Remmert [9] ) sur un sous-espace analytique d'un espace projectif est un espace

de Moisezon.

U est facUe aussi de voir que si n: X —► X est une modification propre, X

est un espace de Moisezon si et seulement si X l'est.

2. Filtration de certains groupes de cohomologie.

1. Soient X un espace complexe, F un faisceau analytique cohérent sur

X,   Y = ¿(F) l'espace fibre Uneaire associé â F. Soit U C X un ouvert de Stein,

tel que sur U on ait la suite exacte (1). A cette suite il correspond un'immersion

fermée V = L(r~)\Uc-> U x Cp et pour tout entier positif k une suite exacte (2),

d'où, comme U est de Stein, une suite exacte

(6) o -* nu, Jk) -» v(u, sk(ûx)) -£*•* nu, sfc(F)) -> o.

Soit /G r(V, 0Y)- Comme U x Cp est un espace de Stein, il existe / G

r(U x Cp, Ou xcp) dont la restriction á V soit /  Développons J en série par

rapport aux coordonnés zx,. .. , z   de Cp:

rw z 7t,(X^...z^uk(x,z)
■"i.'p i p k

avec /,-j >... /   G T(U, 0X) (pour l'existence et l'unicité d'un tel développement

v. [2], [3]).

La fonction fk = T,¡1.¡pfix,...,¡pzxl . . .zpP détermine une forme Uneaire

surí/x C1, l = (k+pJxx):
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UxC'-+UxC,    (X, XX.'") —        Z        f,      i (x)Xkx.'*
'1+-+V*     1.P

où les X1^' '"' P  (ij + . . . + i   = k) désignent les coordonnés de C'. Si l'on

appelle encore fk cette forme hnéaire et on tient compte que U x C' = L(Sk(Qx)),

on peut écrire fk E r(L(5k(0p)), F(L(Sk(Ox)))).

Si Jk désigne l'isomorphisme canonique entre F(L(Sk(Ûx))) et Sk(0x), on

obtient alors un élément lk(fk) de T(U, Sk(0x)) donné évidemment par:

ifc(/k)=    E    /,..^...r;
/.+... + !    =fc 1 P

Posons fk = ak(lk(fk)) G T(U, Sk(¥)). L'élément fk ainsi obtenu ne dépend

ni du choix de la résolution de F sur U ni du choix de la fonction /. Soit en

effet (l') un'autre résolution de F sur U et soit/ ' G r(<7 x Cp', 0UXCp') un'autre

extension de /.  On a un diagramme commutatif (5). Puisque la section nulle de

U x Cp est incluse dans V, on aura pour tout x E U: (f °u ~f)rx0\ ELX 0. où

/ est l'idéal de 0UXcp ^ définit V dans U x Cp.

Il suffit alors de montrer le lemme suivant:

Lemme 2.1.   Si f,x0) E I(x0), alors ak(lk(fkx)) = 0 (k = 0,l,2,... ).

Preuve.   Supposons que Hx soit engendré sur Qx x par les familles

iftl.ft ) (i = 1,. .. , 0 d'éléments de QXx. Alors /(Xj0) est engendré

sur Of/xcP (x,o) Par 'es fonctions du type H,p f.jZj (i = 1, . . ., f). Sur un

voisinage convenable de (x, 0) dans U x Cp il existe donc des fonctions holo-

morphes g¡(y, z) (i = 1, . . . , t) telles que

/>.:) = ¿|^Z)Í|^)|

d'où en développant chaque g¡ en série par rapport á zx,. . . , zp

Il's'ensuit T0 = 0 et donc a0(ïo(A>)) = °> et Pour k ** 1:

Compte tenu de la description de Jk qui suit le Lemme 1.1, on a Lk(fkx)) E

Jkx et donc oik(Jk(fk x)) = 0. On peut donc définir, pour tout entier k > 0,

un'application linéaire de C-espaces vectoriels:
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ßk-T(V, QY)-*Y(U,Sk(r)),     AVk.

Posons

r(V, 0Y\ = {/G T(V, 0Y): ß0(f) = ... = ßk_x(f) = 0).

On obtient une filtration de T(V, 0Y):

r(V,    Oy)   =   T(V,   0y)0   D   T(V,    0y\    D   T(V,    0y)2    D   .   .   .

et pour tout k > 0 une suite exacte

(7) 0 — T(V, 0y)k+ x — IXK, 0y\ -^-* W Sk(F)) —> 0

qui est scindée; on peut en effet définir un'appUcation linéaire ok: T(U, Sk(F))—»

P(P> 0y)k telle que ßk » ok = identité de la manière suivante. Soit/fc G

T(U, Sk(F)); à cause de l'exactitude de la suite (6) il se relève en un élément

fk de r(U, Sk(px)) qui peut s'écrire, grâce á l'isomorphisme Jk, sous la forme

îkifk), avec fk G F(U x Cp, Ouxcp);fk est un polynôme homogène de degré

k en les variables zx, . . . , z . Il s'ensuit que sa restriction â V appartient á

T(V, 0Y)k; nous posons alors ok(fk) =fk \ V. Pour montrer que cet élément est

indépendant de la résolution choisie pour F sur U et du choix du relèvement

fk, U suffit, compte tenu du diagramme (4), de prouver le lemme suivant:

Lemme 2.2.   Si fk G T(U, Jk), alors fk \ V = 0.

Demonstration.  Soit x G U. Alors/fc x GJkx et on peut écrire:

h,x=t^i(Tv--->Tp)(iy)j\

avec/. G 0XiX[Tx, . .. ,Tp],degf¡ = k - 1 et (aix,. . .,atp) G Hx pour

Pour tout z G Cp tel que (x, z) G K on a donc

d'où (fk \V),X zX = 0. Ceci vaut pour tout (x, z) G V, par conséquent fk \V = 0.

De la définition de ak ü suit immédiatement ßk ° ok = identité, donc la

suite exacte (7) est bien scindée.

Remarque. Soit T l'idéal qui définit la section nulle de ¿(F) dans ¿(F);

pour tout entier positif k, Tk/Tk+X est un faisceau cohérent sur X (identifié â

cette section nuUe), et on a un isomorphisme canonique T*/T*+1 —♦ S*(F).

Pour le montrer, compte tenu de la suite exacte (7), ü suffit de prouver que

T(V,Tk\V) = T(V,0y)k.
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Sur U x Cp on a la suite exacte 0 -* / n T'k -* T'k —> 7* -* 0 oùf* =

(zx,-ZpWuxcP- Soit/Gr(F,Tfc|P). H existe alors/ G Y(U x C,T'k)

qui étend /.

Il s'ensuit ßQ(f) = . . . = ßk_x(f) = 0 et donc /G T(V, 0Y)k. Inversement

soit/G T(V, 0y)k. Il existe/G T((7 * CP,0UXCP) qui étend/et tel que dans

son développement en série:

fa*)-   Z   /,-.t(x)zxl...zf
'l.'p '   "

on ait S/j+...+ip=///i,.../p,*Zi1 • • • z'p G/7iX pour / = 0, 1.£ - 1 et pour

tout x G U. Donc pour (x, z) G V: S/1+,„+,p=i?í,.ip,xz\x ...z*PG I{xz), ce

qui implique f(xz) G I,xz) + T'kxz), i.e. f(xz) G Tkxz) et f G T(V, Tk IV).

2. Soit maintenant E un faisceau analytique cohérent sur X, qui admette

sur U une présentation:

(8) 0X-^0'X-+E-»0.

En tensorisant cette présentation sur 0X une fois par 0Y et une fois par 5fc(F),

et posant E=E® 0Y, on obtient les deux suites exactes: 0Y —► 0lY —*■ E —► 0

et (Sk(ï)Y -* (Sk(V))1 -> E ® 5k(F) -f 0 d'où, puisque Í/ et F sont des es-

paces de Stein, en prenant les sections globales sur V et U respectivement, on

obtient deux suites encore exactes:

r(K, 0SY) -» T(v, olY) -> r(F, Ê) -» o,

iw, (sfc(F))0 -* nu, (sk(?))1) -* nu, e ® 5fc(F))

D'autre part on a un diagramme:

0.

IX ̂    O')

(Pj

■+  T(V,    0'y)

(ßj (Pj\

r(u,(sk(¥)Y) nu, (sfc(F))')

(ßj

commutatif dans les deux sens. On en déduit qu'on peut définir deux applica-

tions linéaires yk: V(V, Ê) -* T(U, E ® 5fe(F)) et 7?fc: T((7, E ®5fe(F)) ->

IX F, Ê), teUes que yk ° r?fc = identité et que le diagramme suivant

nv,osY)-► nv, olY)-► nv, i) -  -* o

(pj (ßkr K)1 (ßky

nu,(sk(¥)Y)-

commute dans les deux sens.

-> nu, (sk(V))')-► nu e ® sk(T)) -* o
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Les applications yk et r¡k sont indépendantes du choix de la présentation

de E sur U. En effet si 0$—+0'x—* E—* 0 est un'autre présentation de E sur

U, on a un diagramme commutatif sur U:

0S\x 0;

r   î
os'vx O'x

•E-

E^O

0

duquel on obtient un diagramme encore commutatif:

T(V, 0SY)-► T(V, 0lY) -        -> T(V, Ê) ■+0

T(V,   O'y)

W (5k(F))î)

\

-+ r(V. 0lY)

* nu, (5fc(F))')

Xid
■* r(K, Ê) ->o

nu, (5fc(F))s')

> nu, E ® 5fc(F))fl* 0

\id v
• nu, (sk(T)Y- nu, e ® 5fc(F)) 0

Notre affirmation en découle aisément.

Soit r(V, Ê)fc = {oE r(V, Ê): 70(ff) = • • • = 7*_i(ff) = 0}; on obtient une

filtration de r(F, Ê) et pour tout k > 0 une suite exacte scindée

o-+nv,E)k+x-+nv,E)k£ T(U, E ® 5k(F)) -* 0.

3.  Soit maintenant U = (U¡)¡ej un recouvrement de X formé d'ouverts de

Stein tels que sur tout U¡, F ait une résolution du type (1) et E une présentation

du type (8).  En posant V¡ = Z,(F)|c7, on obtient un recouvrement de Stein

V=(Vi)ieIdeY = L(F).

Considérons les groupes de cochaînes

C(t/,É)=.n.r(K. n...nv. ;Ê);
'O.'r        0 V

sur tout facteur est définie une filtration; ceci induit une filtration (C(\J, Ê)fc)fcGN

sur C(l/, E) compatible avec l'opérateur de cobord 5. On a en outre une suite

exacte scindée

0-*Cr(V,i)k+1^CriV,i)l^C,iU,E®SkCF)) 0.

La filtration sur les complexes de cochaînes induit une filtration

(Hr(Y, Ê)fc)fceN sur les groupes de cohomologie Hr(Y, Ê) où Hr(Y, Ê)k est

l'image des cocycles de C(V, E)k;Hr(Y, E)k est aussi l'r-ièxne groupe de co-

homologie du complexe de cochaînes {C*(l/, E)k, 5}.

On obtient donc une suite exacte scindée:
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0 — Hr(Y, Ê)k + X-+ H\Y, Ê\ ^ Hr(X, E ® 5fc(F)) -* 0.

De là on peut facilement conclure:

Proposition 2.3. Soient X un espace complexe, F un faisceau cohérent

sur X, Y = 1(F) l'espace fibre linéaire associé. Pour tout faisceau cohérent E

sur X, posons Ê = E ® 0Y. Alors:

(i) 0« a pour r EN une filtration de Hr(Y, E) telle que le groupe gradué

associé soit isomorphe a ®k>0Hr(X, E ® 5k(F)).

(ii) 0« à une injection naturelle: @k>QHr(X, E ® 5k(F)) —► Hr(Y, Ê).

3. Faisceaux faiblement positifs.

1.  Définition 3.1. 5oi'r F ix« faisceau analytique cohérent sur un espace

complexe X.  On dit que F est faiblement positif si la section nulle de l'espace

fibre linéaire associé possède un voisinage ouvert 1-convexe.

Un fibre vectoriel V sur X est faiblement positif au sens de Grauert [6] si

le faisceau des germes de sections holomorphes de V est faiblement positif.

Le résultat suivant généralise [6, Hilfssatz 1, §3] :

Théorème 3.2.   5<?/e«r X tx« espace complexe, F un faisceau faiblement

positif sur X. Pour tout faisceau analytique cohérent E sur X il existe un entier

positif k0 = k0(E) tel que Hr(X, E ® 5k(F)) = 0 pour k>k0etr>l.

Preuve.   Soient Y = L(F), Tun voisinage 1-convexe de la section nulle

de Y, et Ê = E ® 0Y. Par composition de l'application (Bk>0Hr(X, E ® 5k(F))

-* Hr(Y, Ê) (Proposition 2.3(h)) et de l'application de restriction Hr(Y, Ê) —►

Hr(T, Ê) on obtient un'application ®k>0Hr(X, E ® 5k(F)) -* Hr(T, E). Si

nous prouvons que cette application est injective, le théorème en suivra, puisque

T est 1-convexe et donc dimc/i"'(7', E) est finie.

Soient tt: Y —* X la projection, et U = (U¡)ieI un recouvrement de Stein

de X tel que, en posant V¡ = ir~x(U¡):

(*) Sur chaque U{ on ait une présentation 0X' —* F —*• 0 de F et donc

un'immersion fermée V( C-> U¡ x Cp/.

(**) Pour tout i G / il existe un polydisque ouvert centré á l'origine D¡ C

Cp/ tel que T D W¡ = (U¡ x D¡) n V¡.

(***) Sur chaque U¡ on ait une présentation 0X —*■ 0X—*■ E —*■ 0 de E.

Puisque Fest 1-convexe, pour tout i  V¡ n Test un espace de Stein, donc

1/ C\T=(V¡C\ T)i(EI est un recouvrement de Stein de T.

Considérons d'abord le cas E = 0X, et prouvons que l'application composée

©   XV(U, 5k(F)) — //'([/,   Oy)  ~+ H"(T,   Oy)
k>0 " *

est injective.  Soit/= (/;„,...,/,.)/„.^/GZ^l/, 0Y) tel qu'A existe g =
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(g/j.ff)fx,...,fjsi G C(V n T, 0Y) satisfaisant aux relations suivantes:

fi      t\yt      t nT=±(-l)h + xg.      ,      .\V.      ¡HT
'0.#•      'O.> ¿=o 'O.'h.'r     '0'-'r

(9)
(pour tout (/0.ir)GIr+i),

et supposons que /soit l'image d'un élément de (&k>0Zr(U, Sk(T)), c'est-à-dire

qu'U existe des

tels qu'on ait

** = <**/      l\     ieI£Zr(U,Sk(n)     (k = 0.«)
K K,,0.'r 'o'"-V

ft       i  = °oK i       i ) + • • • + °nK i       i )
lO'"''r        "    U,,0. r "      ' 0. r

(10) (pour tout (i0.tf) er*1)

où les appUcations oQ, . . . ,o„ sont ceUes définies au §2.1. Soit maintenant

U un ouvert de Stein de X qui jouit des propriétés (*) et (**), i.e. tel que sur

U ü existe une présentation 0X ~* F —► 0 de F, et qu'U existe un polydisque

ouvert centré à l'origine D C Cp tel que T D W = (U x D) n V (avec V =

ir~x(U)). Soit ger(rn T, 0y). Comme W est un sous-ensemble analytique

fermé de l'espace de Stein U x D,'û existe f G r(i/ x D, 0uxcp) qui étend

g\W.  Soit

re», o - r i... / w* '... zpp
h.'p x p

le développement de g" dans U x D par rapport aux coordonnés zx,. . . , z ,

et soit|"fc = 2/j+...+/ =kgix,...,/ z'x • • ■ z'p Pour tout entier positif*. U est

évident que ffc G T([/x Cp, 0UXCp); par suite on obtient un élément gk =

ctk(Jk(gk)) G F(U, Sk(F)). Comme dans le §2 on voit facüement que l'élément

gk ne dépend du choix ni de la présentation de F sur U, ni de l'extension 'g, ni

du polydisque D.

Comme tout ü/0,...,/r = U¡0 O . . . n Uif (resp. i/;i.¡f) possède les

propriétés (*), (**), pour tout k le procédé qui vient d'être décrit détermine

fi0.i„k G Wi0.ir, S*(F)) (resp. gh.Utk G Y(Uh.h, Sk(¥)). On a

(H)
fio.Vfc    Ä?o g'o'-7h.Vk' U'o.'r

En effet £/0,...?A./^it Wt~,.ttr peut se calculer de la manière suivante. Soit

*?o.trag'o.h.irWi0.ir etr?0.i un'extension degf0.ifà UiQ.If x

A0,...,iV MoTS&o.U.'r.* = Sk(Jk(ê'i'0,...,ir,k))- Pour avoir la relation (11)

Ü suffit de calculer fj0>...tiniç à partir de l'extension de f¡ .ir\^iQ,...,tr donnée

par
r

'O.'r     h% 'O.r
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Pour conclure dans le cas E = 0X, compte tenu des (11), on n'a qu'à montrer

que

(12)        hk,iQ,~,ir=fiQ.ifk     (V ....'re/;*-Q.... ,ri).

Mais ceci est une conséquence immédiate de la construction des applications

a0, . . . ,ar définies au §2.1 et des relations (10).

Considérons maintenant le cas général. Supposons que les (9) soient vraies

avec /G Zr(\J, Ê) etgECr(\J n T, Ê) et que de plus on ait

fi     i = V"o t     i )+ ■ ■ ■ + \K i     i )'0.V        °    0,,0.'r "    "''o.V

avec

ft   =(hk.       .)GZ'-(E®5k(F)) (* = 0, ...,«),
K K,lQ,...,lr

oÙ7j0, . . . , r¡n sont les applications définies au §2.2.

Soit U un ouvert de Stein de X qui possède les propriétés (*), (**), (***)

(on omet les indices). Pour tout entier positif k on vient de définir des applica-

tions r(W, Oy) —*• T(U, 5k(F)) d'où en procédant comme au §2.2 on obtient

des applications

T(W, Ê) -* nu E ® 5k(F)),     g M gk

qui rendent commutatif le diagramme suivant

iw. osY)-► r(w, o')-► nw. Ê)

i I I
nu. (5k(F))s)-► nu, (5k(F)/) —► nu, e ® 5k(F))

Ces apphcations sont indépendantes du choix de la présentation de E sur U.

De la même manière du cas E= 0X on trouve que les relations (11) et (12)

avec/,0.ir,k e WiQ.if, E ® 5fc(F)) et gix.jrtk E T(Uix./,, E®5k(F))

sont vraies.

La démonstration du Théorème 3.2 est ainsi achevée.

2. La Définition 3.1 peut se généraliser au cas relatif:

Definition 3.3. 5oîr p: X —+ S un'application holomorphe entre deux

espaces complexes, F un faisceau analytique cohérent sur X, L(F) l'espace fibre

linéaire associé à  F, 77:1(F) —*■ X la projection.  On dit que F est faiblement

positif relativement à S si pour tout s ES il existe un voisinage ouvert U de s et

un voisinage ouvert D de la section nulle de L(¥)\p~x(U) tels que p ° ir\D: D

—»-X soir un'application 1-convexe.

On aie

Théorème 3.4.   5oie«f p: X —*■ S un'application holomorphe propre entre

deux espaces complexes, F un faisceau sur X faiblement positif relativement à S,
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A' un compact de S. Pour tout faisceau cohérent E sur X il existe un entier

positif k0 = k0(E) tel que sur K on ait: fl"p*(E ® 5fc(F)) = 0 pour k>k0

et n> 1.

Démonstration (cf. [7, Theorem 6.2]).  Soit N la section nuUe de

¿(F), soit 7r: ¿(F) —► X la projection, et fixons n > 1. On peut supposer qu'U existe

un voisinage ouvert DdeN tel que p ° 77|£> soit un'appUcation 1-convexe. Pour

tout r > 1 et tout ouvert U C S on a des injections (Proposition 2.3):

(13)     H"(p-x(U), 0 (E®Sfe(F))) -+Hn((p°ir)-x(U)nD, it*E).
\ k=0 /

Il s'ensuit que pour fc > 1 les applications

*"p*(áo(E®5*(F))) -+Rn<p°i,iD')&*E)

sont aussi injectives.  Le faisceau Rn(p ° 7r|D)#(7r*E) est cohérent parce que

p o it\D est 1-convexe, etRnp*(E ® Sk(F)) est cohérent pour tout k > 1 parce

que p est propre. Soit

H = 0R"p„(E®Sfc(F)).
r     fcSO

Grace aux injections (13) on peut regarder les Hr comme une suite croissante de

sous-faisceaux cohérents de Rn(p ° it\D)Jit*E); comme K est compact, cette

suite doit être stationnaire sur K, ce qui implique le théorème.

4. Généralisation d'un théorème de Kodaira et Grauert.

1. Le théorème suivant est une généraUsation faible d'un théorème dû à

Kodaira [8] et Grauert [6].

Theoreme 4.1.  Soient X un espace complexe compact réduit et F un

faisceau faiblement positif sur X, tel que Supp F = X. Alors X est un espace de

Moisezon.

Démonstration. Il est évident qu'on peut supposer X irréductible. Pour

x G X soit M2 le faisceau de germes de fonctions holomorphes sur X ayant en x

un zéro au moins du second ordre. On a une suite exacte

0-+M*x-+0x-+0xIM2x-+0.

Soit k0GN tel que HX(X, Ml ®5fc0(F)) = 0 (Théorème 3.2). En ten-

sorisant la suite exacte précédente par Sk°(F) on obtient la suite exacte:

0 -> Tor^ty^, 5k°(F)) -+ M2 ®Sk°(F)

-^ /°(F) — OJM2 ®Sk°(F) -» 0
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et de celle-ci deux suites exactes courtes:

0 -* lox\°xiOxlMl, 5fe°(F)) ->M2 ® 5fc°(F) -* Ker a — 0,

0 -* Ker a -> 5fc°(F) -► 0xIM2 ® S^tf) -♦ 0.

De la première on a une suite exacte de cohomologie:

0 = HX(X, Ml ® 5*°(F)) -* HX(X, Ker a) -+ //2(X, lox\°x(0xlM2x, 8*°$))).

Comme le support de 0X/M2 est réduit â {x}, se réduit á {x} aussi le support

de Tox°xx(Ox/M2, 5ko(F)). Il s'ensuit H2(X, Tox0xx(Ûx/M2, 5ko(F))) = 0, et

par suite HX(X, Ker a) = 0.

De la deuxième suite exacte courte on obtient alors un'application surjective

(H) r(x, 5fc°(F)) -> (OxlM2x ® sk°(f))x.

Le nombre k0 ci-dessus dépend du point x G X; le lemme suivant nous

assure qu'il existe un voisinage de x tel que l'application (14) soit encore sur-

jective quand on remplace x par un point de ce voisinage.

Lemme 4.2.  Soient X un espace complexe compact, S un faisceau analytique

cohérent sur X. L'ensemble des points x E X où l'application canonique

T(X, S) —* (0x/Ml ® S)x n'est pas surjective est un. sous-ensemble analytique

fermé de X.

Preuve du lemme.   Soit Z l'ensemble en question. Si Px est le faisceau

des parties principales d'ordre 1 sur X (v. [4, exp. 15] ), on a (ibid., Corollaire

2.5) un isomorphisme: Px ® C S£* (0X/M2)X.

Considérons le morphisme de faisceaux 0X —► Px qui définit la structure

d' Oy-algébre de Px. En tensorisant par S et en prenant les sections globales on

obtient un'application linéaire r(X, S) —* r(X, Px ® S) qui rend commutatif

le diagramme suivant:

r(x, S) —► r(x, px ® s)

(0Y/xV2®S);e^Pjr®S®C.

Soient Oj, . . . , a   une base de T(X, S) et hx,. . . , ft   leurs images dans

T(X, Px ® S). Si fi est le sous-faisceau de Px® S engendré par hx,. . . , h

on trouve qu'on a Z = Supp(P_J. ® S/H) par une simple application de lemme

de Nakayama. Ceci prouve le lemme.

Posons maintenant A = C{y E X: fy est libre sur 0X y}; c'est un sous-en-

semble analytique de X. Soient ax, . .'. ,ah une base de T(X, 5k°(F)).  La

surjectivité de l'application (14) et le Lemme 4.2 impliquent qu'il existe un
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voisinage U de x tel que ax,.. . ,ah donnent des coordonnés locales aux points

de U\A.C) En outre pour tout multiple k = nk0 de k0 les sections de

r(X, iS*(F)) données par a[l .. . olff avec ix + . .. + ih= n donnent encore des

coordonnés locales sur U\A.

Soient maintenant xx,x2 deux points de X, et soit MXlX2 le faisceau des

germes de fonctions holomorphes sur X nuUes en Xj et x2. Soit kx tel que

HX(X, MXlX2 ® S*1 (F)) = 0 (Théorème 3.2). De la suite exacte

°-+MXiX2-+0x->0xlMXiX2-+0

avec le même procédé que ci-dessus on obtient un'appUcation surjective

(15) r(z,5kl(F))->r(X 0x/mx x ®sfcl(F)).

On a

oùmXi   (resp. mxf) est l'idéal maximal de Ox,xx  (resp. Ox,x2)- Une simple

appUcation du lemme de Nakayama montre qu'U existe deux voisinages, Ux de

Xj et U2 de x2 tels que pour x\ G Ux et x2 GU2ona une surjection du type (15).

Par suite ü existe un nombre fini de sections globales de Skl(r~), ax,. .., a¡,

qui séparent les points de UX\A et U2\A.(4) Si k' = nkx, une propriété analogue

est vraie pour Sk (F).

Comme X est compact, on peut trouver un nombre fini sx, . . . , s   de

sections globales d'un certain 5f(F) qui séparent les points et donnent des co-

ordonnés locales sur X\A, et teUes que le morphisme de faisceaux 0X —*■ 5f(F)

défini par sx,.... s  soit surjectif.

AppUquons maintenant le Théorème 1.2. Soit donc 7i: X —*■ X une modi-

fication propre teUe que ir\X\n~x(A) soit un isomorphisme et E =

7r*5f(F)|71(7T*5f(F)) soit un faisceau localement libre, de rang / égal au rang de

S^T^XXA (et donc non nul parce que Supp F = X). On a un morphisme sur-

jectif 0X —* E défini par des sections Tx,... , Tq G r(Ar, E) d'où un'immersion

fermée:

(3) Les restrictions de oj,..,o/, à X\A de'terminent un morphisme de faisceaux

0X\X\¿ —*S °(f)\x\A'  ® r est le rang de v0^' on obtien* un application holomorphe

Grasses °(F) 1^^) = X\A —* G™s*r(Ox]X\A) ■ (X\A) X C(h - r, h)

qui, compose'e avec la projection, donne un'autre application u: X\A —► G(h - r, h).

L'expression "ox,...,o¡í donnent des coordonnés locales aux points de U\A" signifie que

cette dernière application est un'immersion en tout point de U\A.

(4) Ceci signifie qu'on a u(Ux\A) D «(t/^^) = 0. " étant l'application définie comme

dans la note précédente à partir des sections ax,...,a¡.
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X = Grass, E c—► Grass,(02) = XxG(q-l, q).

En composant avec la projection on obtient un'application i//: X —►

G(q - l, q). Comme X est compact, >¡i(X) est un sous-espace analytique fermé

de G(q - l, q). Compte tenu qu'à cause de l'isomorphisme 7r: X\ir~x(A) S!*

X\A les sections T.,..., 51 donnent des coordonnés locales et séparent les

points sur Xw    (A), on voit facilement que \¡/ est un'application holomorphe

de X sur \¡j(X) dont la réciproque est méromorphe au sens de Remmert [9].

Comme i//(X) est un espace de Moisezon, X (et donc X) l'est aussi.   C.Q.F.D.

2. Démontrons finalement le

Theoreme 4.3.  Soient X un espace complexe compact réduit, F ix« faisceau

analytique cohérent sur X, et A = C{x G X: Tx est libre sur 0X x}. Si l'algèbre

A(F) = ©fc>or(X, 5fc(F)) sépare les points et donne des coordonnés locales sur

X\A, X est un espace de Moisezon.

On peut supposer X irréductible. De plus, grâce au Théorème 1.2 on peut

supposer que F soit localement libre et que A(F) donne des coordonnés locales

et sépare les points en dehors d'un sous-ensemble analytique maigre A de X.

Etant donné des sections ox,.. ., an G T(X, 5k(F)) notons 2(Oj,. . ., an)

l'ensemble des points de X où Oj.on ne donnent pas des coordonnés

locales, et Z(ax, . . . , an) l'ensemble des couples (xx, x2) EX x X tels que

ax,. . . , an ne séparent pas xx et x2; ce sont des sous-ensembles analytiques

de X et X x X respectivement.

Soient Oj, . . . , on des sections globales d'un certain 5 °(F) qui donnent

des coordonnés locales en quelque point de X, et soient Zv . . . , Zs les com-

posantes irréductibles de 2(a1( . . . ,an) non incluses dans A. Soient Xj G

Zx \A,. .. , xs G ZS\A. U existe des sections globales a\,..., a't d'un Ski(f)

convenable qui donnent des coordonnés locales enxx,. . . , xs. Si on pose

\.«„^•••í      (/i + --- + '«=ii)>

*;,.z,-^1-.-"? </'i+---+/f=*0)

et on note Z\,. . . , Z'm les composantes irréductibles de

2(... , Oj  _jn, . . ., O/...,/,... .) qui ne sont pas incluses dans A, on aura

(lim^lJ^jZj') < dimc(lJLi■£.■). M est clair alors qu'ainsi poursuivant on pourra

trouver un nombre fini de sections globales d'un 5k(F) convenable qui donnent

des coordonnés locales sur XV4.

Avec un raissonement analogue, remplaçant X par X x X et 2(ox,..., an)

par Z(cTj,. .. , an) on peut affirmer qu'il existe un nombre fini de sections
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globales d'un certain 5h(F) qui séparent les points de XV4.

On peut donc conclure qu'il existe des sections globales, en nombre fini,

d'un 5f(F) convenable, qui séparent les points et donnent des coordonnés locales

sur XVi.  En procédant comme dans la partie finale de la démonstration du

Théorème 4.1, on conclut que X est un espace de Moisezon.
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