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ESPACES FIBRES LINEAIRES FAIBLEMENT
NEGATIFS SUR UN ESPACE COMPLEXE(')

PAR

VINCENZO ANCONA

ABSTRACT. Let F be a coherent sheaf over a compact reduced complex
space X, L(F) the linear fibre space associated with F, Sk(F) the kth symmetric
power of F. We show that if the zero-section of L(F) is exceptional, then
H'(X,E ®p sk (F)) = 0 for every coherent sheaf Eon X and for r > 1 and
sufficiently large k. Using this result, we deduce moreover that Supp F is a
MoiSezon space.

Introduction. Dans [6] H. Grauert introduit la notion de négativité faible
pour un espace fibré lin€aire (non nécessairement localement trivial) sur un espace
complexe, et dans le cas localement trivial démontre un critére de projectivite
pour les espaces complexes compacts [6, Satz 2, §3] qui genéralise celui de
Kodaira [8].

Ici on donne une generalisation faible de ce critére dans le sens suivant.
Etant donneé un faisceau analytique cohérent sur un espace complexe compact,
on dit qu’il est faiblement positif si 'espace lin€aire associ€ est faiblement négatif
au sens de Grauert; on montre donc qu’un espace complexe compact réduit X
qui porte un faisceau F faiblement positif tel que Supp F = X est un espace de
Moisezon (Théoréme 4.1).

La preuve utilise le théoréme, di @ Rossi [12], que pour tout faisceau
coherent S sur X on peut trouver une modification propre m: X — X telle que
le faisceau §, quotient de 7*S par son sous-faisceau de torsion, soit localement
libre. Si I’on pouvait démontrer que si S est faiblement positif S Test aussi, le
Théoréme 4.1 serait une conséquence immediate du résultat de Grauert. Mal-
heureusement on est loin d’une telle conclusion, parce qu’on ne voit pas bien
les rapports entre les espaces fibrés linéaires associés aux faisceaux S et S.

Pour démontrer le Théoréme 4.1 on suit alors le procédé de Grauert:
on €tablit un théoréme d’annulation de la cohomologie (Theéoréme 3.2) grace
auquel (et en faisant appel seulement d ce moment au resultat de Rossi) on peut
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trouver un’application bimeéromorphe (au sens de Remmert [9]) de X sur un
sous-espace analytique d’une grassmannienne.

Le Theéoréme 4.1 est voisin de certains réesultats obtenus par Riemen-
schneider [10], [11].

Le §1 de ce travail contient des rappels et des preliminaires; dans le §2 on
¢tudie en detail une filtration de certains groupes de cohomologie (Proposition 2.3);
au §3 on établit le théoréme d’annulation de la cohomologie (Théoréme 3.2),
aussi dans sa forme relative (Theéoréme 3.4); dans le §4 on démontre finalement
le Theéoréme 4.2, et un autre théoréme (4.3) qui €établit le méme resultat sous
des hypothéses diffeérentes.

Les résultats de ce travail ont €t€ annoncés dans [1].

Je remercie G. Tomassini, avec lequel j’ai eu des nombreuses discussions
sur les arguments de ce travail.

1. Préliminaires.

1. Soient X un espace complexe, F un faisceau analytique cohérent sur X.
Notons S(F) I’algébre symétrique de F; c’est un’ (y-algébre graduée de présen-
tation finie. Soit S(F) = &, (S*(F); S*(F) est la k-iéme puissance tensorielle
symétrique de F; c’est un Oy-module coherent.

Soit

Q) 0——>H—->O)°{—>F—>0

une résolution de F sur un ouvert U de X. En passant aux algébres symétriques
on obtient un’application surjective a: Oy [T, . . ., T,] — S(F). SoitJ=
Ker a. Le lemme suivant, bien connu, permet de décrire J:

LEMME 1.1. Soit A un anneau, et 0 — K — AP — M — 0 une suite
exacte d’ A-modules. On a alors la suite exacte d’algébres sur A: 0 — N —
A[Ty, ..., T,] = S(M) — 0 ouN est l'idéal de A[T,, .. ., T, engendré
par les formes linéaires a, Ty + ...+ a,T, telles que (a,, . . ., ») EK.

La graduation canonique de Ox [T, . . ., T},] induit sur J une graduation:
onaJ= ®k>0', rou/,=JnN S"(Of{) et pour tout entier positif k une suite
exacte

a
@ 0 — J, — S5(08) —— S*(F) — 0.
1 s’ensuit que J, est un faisceau analytique coherent, et le Lemme 1.1 implique
que pour tout x de U, J, , est forme des polyndmes homogénesen Ty,..., T,
d coefficients dans Oy , du type

!
KTy, ..., Tp)=iz=:lf,.(Tl, v T)ay Ty + .+, T)
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ouf(Ty,..., T,)€ Oxx [Ty .-+ Tp], deg f; =k — let(a;,...,a;,) EH,.
Soit maintenant

a'

() 0—>H"-—>0§'——>F—->0
un’autre résolution de F sur U. Si U est un ouvert de Stein une simple applica-
tion du Théoréme B montre qu’on a un diagramme commutatif (sur U):

0—H—02—F—0
€)) |
0—>H— 08 —F—0
d’ot on obtient un autre diagramme commutatif
0—J, — 550§ — S*F)—0

@) | N Jid
0—J, — S*02) — s*(F)—0

2. Notons Y = L(F) I’espace fibré linéaire associ€ 4 F (v. [5]), et m: L(F)
—> X la projection. Localement L(F) se construit de la maniére suivante: si
x € X et U est un voisinage ouvert de x sur lequel on a la résolution (1) de F,
on a un’immersion fermée de ¥ = L(F)|U(?) dans U x CP dont I'image est le
sous-espace analytique fermé V, de U x CP défini par I'idéal I de Oy« cp engen-
dré par les fonctions du type a,z; +...+ a,z, avec @,..., ap) €T, H)
(zy, - - - , 2z, €tant les coordonneés dans CP). Si (1') donne un’autre résolution
de F sur U, on obtient un’immersion fermee de ¥ dans U x CP’ d’image un
sous-espace analytique fermé V, de U x CP’, et du diagramme (3) on tire un’ap-
plication analytique u’: U x CP — U x CP " au dessus de U, linéaire sur les
fibres, qui induit un isomorphisme de ¥V, sur V,, et tel que le diagramme suivant

Vs U x CP

®) N
UxcCcP
soit commutatif (i et j indiquent les immersions décrites ci-dessus). Les fibres
L, =n"1(x) de m sont des espaces vectoriels (réduits) de dimension égale 4
dimaF,/m,F. (m, idéal maximal de Ox.x)-
Une forme lincaire sur Y = L(F) est un’application analytique Y — X x C

au dessus de X linéaire sur les fibres. Pour chaque ouvert U de X notons
F(L(F)XU) ’ensemble des formes lin€aires sur L(F) | U. On obtient ainsi un

() Sim: Y= Z est un’application, et Y', Z' sont deux sous-ensembles de Y et Z
respectivement, on pose Y'|Z' = Y' n a~1(2").
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faisceau analytique F(L(F)) sur X, et on a un isomorphisme canonique d* (-
modules F(L(F)) == F (v. [5]).

3. Soit X un espace complexe, F un faisceau analytique cohérent sur X.
Pour tout entier positif / ’ensemble des faisceaux quotients de F qui sont locale-
ment libres de rang / admet une structure d’espace complexe, noté Grass,_F (v. [4,
expose 12]); de cet espace nous utiliserons les propriétes suivantes. A toute
surjection de faisceaux cohérents E — F il correspond un’immersion fermée
.Grass,FQ Grass,E. Pour ¢ >1ona Grass(03) =X x G(@ - 1, 9 ou G(g -1, q)
est la grassmannienne des sous-espaces vectoriels de dimension g — I de C9.
Finalement si E est un faisceau localement libre de rang / sur X, on a Grass,E = X.

4. Soit G un ouvert de C” et v: G — R une fonction C*. Soient
(z,, . - ., 2,) les coordonnés de C” et w € G. La forme hermitienne

3%y
L, w) =2 Ppes
ij 92;0%2;

(w)zizi
s’appelle forme de Levi de ¢ au point w. On dit que ¢ est fortement pseudo-
convexe sur G, si L(yp; w) est definie positive en tout point w de G.

Si X est un espace complexe, on dit qu’une fonction ¢: X — R est forte-
ment pseudoconvexe si pour tout point x € X il existe un’immersion fermee 7
d’un voisinage U de x dans un ouvert G d’un espace affine, et une fonction ¢:
G — R fortement pseudoconvexe, telle que p [U=¢ ° 7.

Soit : X — S un’application holomorphe entre espaces complexes. On
dit (v. par exemple [7]) que 7 est 1-convexe si pour tout s € § il existe un
voisinage ouvert U de s, une fonction ¢: X |U — R et une constante ¢, € R
tels que:

(@) ¢l{x EXI|U: ¢(x) > c,} est fortement pseudoconvexe.

(i) Pour tout ¢ € R I'application 7|{x € X|U: ¢(x) < ¢} est propre.

(iii) ¢l{x € X|U: ¢(x) > c,} n’a que des minimums locaux isoles.

Dans le cas ou S est réduit @ un point, on obtient les espaces fortement
pseudoconvexes d’Andreotti-Grouert [2], que nous appellerons simplement
espaces 1-convexes.

Si m: X — S est un’application holomorphe 1-convexe et F un faisceau
analytique cohérent sur X, les faisceaux images directes RPm, F sont cohérents
sur S pour tout entier p =1 [7, Theorem 3.5]).

5. Soitm: X — X un’application holomorphe entre deux espaces com-
plexes. On dit que 7 est une modification propre si elle est propre et surjective,
et il existe un sous-ensemble analytique maigre N de X tel que #[X\n~'(V) soit
un isomorphisme analytique de Xr~ 1(V) sur X\,

Nous aurons besoin du résultat suivant dii 4 Rossi [12] :
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THEOREME 1.2. Soient X un espace complexe irréductible et S un faisceau
analytique cohérent sur X. Il existe alors un espace complexe irréductible Xet
une modification propre m: X — X ayant les propriéteés suivantes:

() SiN=C{x €X: S, est libre sur Oy ..}, alors n|X\n~' () est un iso-
morphisme de X\n=1(N) sur X\N

(i) L'image inverse S* = n*S de S est un faisceau localement libre d
moins de la torsion, i.e. si T(S*) est le sous-faisceau de torsion de S*, S*|T(S*)
est localement libre.

6. 1I est bien connu que si X est un espace complexe compact réduit et
irréductible, le degre de transcedence sur C du corps des fonctions meéromorphes
globales sur X est inferieur ou €gal 4 n = dimcX. S'il est exactement égal d n,
on dit que X est un espace de MoiSezon. Si X n’est pas irréductible, on dit qu’il
est un espace de MoiSezon si toute composante irréductible de X I’est.

Tout sous-espace analytique réduit d’un espace projectif est de MoiSezon;
en effet par le th€oréme de Chow il est une variété algebrique. II s’ensuit que
tout espace complexe qui posséde un’application biméromorphe (au sens de
Remmert [9]) sur un sous-espace analytique d’un espace projectif est un espace
de MoiSezon.

I est facile aussi de voir que si : X — X est une modification propre, X
est un espace de MoiSezon si et seulement si X lest.

2. Filtration de certains groupes de cohomologie.

1. Soient X un espace complexe, F un faisceau analytique cohérent sur
X, Y = L(F) ’espace fibré linéaire associ¢ 4 F. Soit U C X un ouvert de Stein,
tel que sur U on ait la suite exacte (1). A cette suite il correspond un’immersion
fermée V' = L(F)|US U x CP et pour tout entier positif k une suite exacte (2),
d’ou, comme U est de Stein, une suite exacte

© 0 — I(U, J,) — (U, S*(02)) —&- (U, S*(F)) — 0.

Soit f € I'(V, 0y). Comme U x CP est un espace de Stein, il existe f €
LU x CP, Oy xcp) dont la restriction 4 V soit £ Deéveloppons f en série par
rapport aux coordonnes z,, . . . , z, de CP:

iy

fen= = 7, k.22 =200

l’ "P k

avec f;-l’_,,, ip € I'(U, 0x) (pour I’existence et I'unicité d’un tel développement
v. [2], [3]).

. s i ’ . ot s
La fonction fi = Z;  ; pf,'l, ',pzl - . . 2 détermine une forme lin€aire
sur U x CL 1 (“P 10
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i\ ed ~ iyl
UxC—UxC (X" —> 3> [ " (6). S
i heti =k 'p
ou les Xi 1ip (z .+ i, = k) désignent les coordonnés de C’. Silon
appelle encore f, f cette forme lmealre et on tient compte que U x C' = L(S¥(0P)),
on peut €crire fk € T(L(S*OR)), F(LES*OR))))
Si 1, désigne I'isomorphisme canonique entre F(L(S*(02))) et S¥(0), on
obtient alors un €lément T k('f‘,;) de I'(T, S"(O}})) donné évidemment par:
~ ~ i i
1.(0)= f, T!...TP.
kVY k il"""z;ip:k 'l""'ip 1 P
Posons f; = 3’,‘(1,‘(?;‘)) € I'(U, S¥(F)). L’élément f, ainsi obtenu ne dépend
ni du choix de la résolution de F sur U ni du choix de la fonction ? Soit en
effet (1') un’autre résolution de F sur U et soit ' € I'(U x CP’, Oy xcp’) un’autre
extension de f. On a un diagramme commutatif (5). Puisque la section nulle de
U x CP est incluse dans V, on aura pour tout x € U: (f o u'—f')(x,o) €1, 0) 08
I est I'idéal de Oy o p qui définit ¥ dans U x CP,
1l suffit alors de montrer le lemme suivant:

LEMME 2.1, 8i f, o) € Iy, 0y alors @1 D=0 (k=0,1,2,...).

PREUVE. Supposons que H,, soit engendré sur Ox par les familles
(igs -+ fip) G=1,...,0) d’éléments de Oy ,. Alors I (4 0y est engendré
sur OUXCp'(x'o) par les fonctions du type zqutjzj G@=1,...,1. Surun
voisinage convenable de (x, 0) dans U x CP il existe donc des fonctions holo-
morphes g;(v, z) (i=1,...,1) telles que

~ L4 p
fo.9=3 [g.-(v, z)(}j1 f,-,~cv)z,.>]
= =

d’ot en développant chaque g; en serie par rapport 4 zy, . . . , Zp:

~ t i i 4
f(y’ Z) ) igl [(ilg.ipgi'il ’""IPO})ZII o zpp) (’:Zlfu(y)ZI>] .

I's’ensuit £ = 0 et donc ao(1o(Fy)) = 0, et pour k > 1:

i i p
1.7, )= g.. T!...TP f.. T\ |
kY k,x Z ; +Z+xp—k 1,11,....ip,x 1 p lgl ij,x"j

Compte tenu de la descnptlon de J;, , qui suit le Lemme 1.1,0na I k(fk ) E
Ji. x et donc @, (1 «(F k.x)) = 0. On peut donc definir, pour tout entier k > 0,
un’application lin€aire de C-espaces vectoriels:
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B, T(V, 0,) = T(U, SKF), [P f,.
Posons
TV, 0y), = U €TV, 0): B,(N=-..=B,_,(f) =0}
On obtient une filtration de I'(V, Oy):

IV, 04)=T(¥, 0,), DTV, 0y), DT(¥, 0y), D

et pour tout &k = 0 une suite exacte

B

) 0—TI(V, 0 — I, 0,), —&— I, S*¥(F)) —0

Y+ Yk
qui est scindee; on peut en effet deéfinir un’application lin€aire o, : I'(U, Sk (F)—
T(V, Oy), telle que B, ° o, = identité de la maniére suivante. Soit f, €

I(U, S*(F)); 4 cause de I'exactitude de la suite (6) il se reléve en un €lément

f; de I'(U, S"(Q{i)) qui peut s’€crire, grice d 1’isomorphisme I, sous la forme

1 k('f\;c), avec f;‘ ETU x CP, Oyxcp)s f;‘ est un polyndéme homogeéne de degre

k en les variables z,, . . ., z,. Il s’ensuit que sa restriction 4 V appartient d

I'(V, Oy),; nous posons alors ak(fk) =1 «|V. Pour montrer que cet €lément est
indépendant de la résolution choisie pour F sur U et du choix du relévement

fk, il suffit, compte tenu du diagramme (4), de prouver le lemme suivant:
LEMME 22. Si f, € T(U, J,,), lors F, |V = 0.

DEMONSTRATION. Soit x € U. Alors fk'x € J, . €t on peut €crire:

1 p
= i; [fi(T s oo e TP)(;; aiiTi>]

avec f; € Oy, [Ty, ..., T, deg fy=k — L et (g, . . . ,4;,) € H, pour
i=1,...,1L
Pour tout z € CP tel que (x, z) € ¥ on a donc

- 1
fk,(x,z) = [gl[fi(zl’ ceey 2 )<Zau ]>] (x 2)

d’ou (’fic IV)(x'z) = 0. Ceci vaut pour tout (x, z) € V, par conséquent f;‘ [V=0.

De la définition de 0, il suit immediatement 8, © o, = identité, donc la
suite exacte (7) est bien scindee.

REMARQUE. Soit T I'idéal qui definit la section nulle de L(F) dans L(F);
pour tout entier positif £, T%/T**1 est un faisceau cohérent sur X (identifi¢ 4
cette section nulle), et on a un isomorphisme canonique T%/T**1 = S¥(F),
Pour le montrer, compte tenu de la suite exacte (7), il suffit de prouver que
TV, T5IV) = TV, Oy),.-
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Sur U x CP? on a la suite exacte 0 = I NT* — T* — T¥ —s00uT*=
@15+ -+ » 2,0yxcp- Soit f € T(V, T¥|V). 1l existe alors f € I(U x CP,T'*)
qui €tend f.

Il s’ensuit Bo(f) =...=B;_,(f) =0 et donc f € I'(V, Oy),. Inversement
soit f € I'(V, Oy),. 1l existe fe LU x CP, 0y cp) qui €tend f et tel que dans
son developpement en serie:

f& 2)= . Z f;.l'm.i (x)zill .. .z;f’
Lol » p
on ait Eil+...+i,,=1}’7,,...1,,,x2';‘ .ZPET, pour [=0,1,...,k — 1 et pour
tout x € U. Donc pour (x, 2) € V' 2i1+-'°+ip=lfi1,--'.ip,xzixl ...Zre Ly 2y cE
qui implique 7, ;) € Iy o) + T 2y 18 f(x 2y ETE o) et FET(W, THIV).

2. Soit maintenant E un faisceau analytique cohérent sur X, qui admette

sur U une presentation:

@®) 0, — 0!, > E—0.

En tensorisant cette présentation sur Oy une fois par (y et une fois par S*(F),
et posant £ = E ® Oy, on obtient les deux suites exactes: (0§ — 0% — E—0
et (S¥(F)Y — (S*(F)Y — E ® $¥(F) — 0 d’ou, puisque U et ¥ sont des es-
paces de Stein, en prenant les sections globales sur ¥ et U respectivement, on
obtient deux suites encore exactes:

(v, 0%) — IV, 04) — I(¥, B —0,

(U, (S*(F))") — (U, S*(F))) = T, E ® S*(F)) — 0.

D’autre part on a un diagramme:

(v, 05) ———— I (¥, 0%)
@) | | 6 @) | @Y

I, ($*(F))) — T(U, (" (F)))
commutatif dans les deux sens. On en déduit qu’on peut definir deux applica-
tions linéaires v, : [(V, E) — T'(U, E ® S*(F)) et m,: T(U, E ® S*(F)) —
L(V, E), telles que Y, © M = identite et que le diagramme suivant

(v, 0%5) —— IV, 0%,) ——— IV, E) ——0
@ | | @G ©@)'| |6 20 | "%

LU, (S*(F))*) — T (U, (S*(F)))y—— I'(U, E ® S*(F)) — 0

commute dans les deux sens.



/ 4 ’
ESPACES FIBRES LINEAIRES FAIBLEMENT NEGATIFS 53

Les applications v, et n, sont indépendantes du choix de la présentation
de Esur U. En effet si 0 — 0' — E — 0 est un’autre presentation de E sur
U, on a un diagramme commutatlf sur U:

0%k — O’X —E—0

[ [ id

05— 0, —E—0
duquel on obtient un diagramme encore commutatif:

I‘(V 08 )—>I‘(V ) —— I, E) ——0

I‘(V 0% —Q—‘F(V 0”)4Q-F(V E)y——o0
I, (s"(F))S) ~E]~ I'w, (s"(r))') {—" U, E® s"(F)) 0

F(U S F)) — F(U ()2 I‘(U E®S*(F)—0
Notre affirmation en découle aisément.
Soit I'(V, f)k = (o €TV, E): Y0(0) = .. .=, _,(0) = 0}; on obtient une
filtration de I'(V, E) et pour tout k = 0 une suite exacte scindée
Mk

0—T(V, £),,, — IV, ), *—7—\—» I(U, E ® S(F)) — 0.
k

3. Soit maintenant U = (U),c; un recouvrement de X formé d’ouverts de
Stein tels que sur tout U,, F ait une résolution du type (1) et E une présentation
du type (8). En posant ¥; = L(F)|U, on obtient un recouvrement de Stein
V=) de Y = L(F).

Consideérons les groupes de cochaines

cw.b= I ro, n...av, ;o
0’ v r

sur tout facteur est définie une filtration; ceci induit une filtration (C"(V, E)k)keN

sur C"(V/, E) compatible avec I’opérateur de cobord §. On a en outre une suite

exacte scindee

0—C"(V,E),,, — C"(V,E),5= C"(U,E ® SK(F)) —o.

La filtration sur les complexes de cochaines induit une filtration
H'(Y, E),c)k(EN sur les groupes de cohomologie H'(Y, E) ou H'(Y, E)k est
P'image des cocycles de C"(V, E)k, H'(Y, E)k est aussi I’ -iéme groupe de co-
homologie du complexe de cochaines {C*(V/, E)k, 8}.

On obtient donc une suite exacte scindée:
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0— H'(Y,E),,, — H'(Y, E), 5> H'(X, E® S*(F)) — 0.
De 14 on peut facilement conclure:

PROPOSITION 2.3. Soient X un espace complexe, F un faisceau cohérent
sur X, Y = L(F) l’espace fibré linéaire associé. Pour tout faisceau cohérent E
sur X, posons E= E® Oy. Alors:
(i) On a pour r € N une filtration de H'(Y, E) telle que le groupe gradué
associé soit isomorphe a @, 5 JH'(X, E ® S*(F)).
(i) On d une injection naturelle: @, 5 H'(X, E ® S*(F)) — H'(Y, E).

3. Faisceaux faiblement positifs.

1. DEFINITION 3.1. Soit F un faisceau analytique cohérent sur un espace
complexe X. On dit que F est faiblement positif si la section nulle de espace
fibré linéaire associé posséde un voisinage ouvert 1-convexe.

Un fibré vectoriel ¥ sur X est faiblement positif au sens de Grauert [6] si
le faisceau des germes de sections holomorphes de V est faiblement positif.
Le résultat suivant generalise [6, Hilfssatz 1, §3]:

THEOREME 32. Soient X un espace complexe, F un faisceau faiblement
positif sur X. Pour tout faisceau analytique cohérent E sur X il existe un entier
positif ko = ko(E) tel que H'(X, E ® S¥(F)) =0 pour k > ky et r > 1.

PREUVE. Soient Y =L(F), T un voisinage 1-convexe de la section nulle
de Y, et ff E ® 0y. Par composition de ’application @k> H'X E® Sf(F))
— H'(Y, E) (Proposition 2.3(ii)) et de I'application de restriction H"(Y, E) —
H'(T, £) on obtient un’application ®k>oH' (X, E® S*(F)) — H'(T, ). si
nous prouvons que cette application est injective, le théoréme en suivra, puisque
T est 1-convexe et donc dimcH'(T, E) est finie.

Soient 1 ¥ — X la projection, et U = (U,),c; un recouvrement de Stein
de X tel que, en posant V; = 7~ !(U)):

() Sur chaque U, on ait une présentation 0% — F — 0 de F et donc
un’immersion fermée ¥, U, x CPi.

(*+) Pour tout i €7 il existe un polydisque ouvert centré d l'origine D, C
CPitel que TD W;=(U; x D) N V.
(#x) Sur chaque U on ait une présentation 05} — 04— E—0de E

Puisque T est 1-convexe, pour tout i ¥; N T est un espace de Stein, donc
V N T=(V,N T),; est un recouvrement de Stein de T.

Considérons d’abord le cas E = (, et prouvons que I'application composee

k@o H'(U, S¥(F)) = H'(V, 0y) = H'(T, 0)

est injective. Soit f=(fi,,....i,)ig,...i;c1 EZ'(V, Oy) tel qu'il existe g =
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(&, -~--Jr)f1:-~~vir€ 1 € C"(V N T, Oy) satisfaisant aux relations suivantes:

,
. NT= -1 ht1 . °
f; oty N TE X G

v

g AV, .nT

i '0’"'")'

oy

g oeny

® . .
(pour tout (i, ...,i) €I+,

et supposons que f soit I'image d’un €lément de ®k>OZ (U, S¥(F)), cest-a-dire
qu’il existe des

h, = (hk.io,....i ) ier€Z7(U,S*F)  (*k=0,...,n)
ro r
tels qu’on ait:
- =0, g ) toot on(hn,lo,...,ir)
(10) (pour tout (ig, . ..,i) EI*Y)

ou les applications g, . . . , 0, sont celles definies au §2.1. Soit maintenant
U un ouvert de Stein de X qui jouit des propri€tes (x) et (xx), i.e. tel que sur
U il existe une presentation 0 — F — 0 de F, et qu’il existe un polydisque
ouvert centre a I'origine D C CP telque TD W=(U xD)N V (avec V =
7~ 1(U). SoitgE(V NT, Oy). Comme W est un sous-ensemble analytique
fermé de I'espace de Stein U x D, il existe g€ I'(U x D, Oy xcp) qui €tend
glW. Soit ; ;
Fon= T &, eet...nf
Py P
le développement de g dans U x D par rapport aux coordonneés z, . . . Z,
et soit g, = 2, bot] -"gll- ,ipzill . z’ pour tout entier positif k. ll est
évident que g}, G l"(Up Och p); par sulte on obtient un €lément g, =
@, (I.E,) ET(U, S¥(F)). Comme dans le §2 on voit facilement que ’élément
&, ne dépend du choix ni de la présentation de F sur U, ni de I’extension g, ni
du polydisque D.
Comme tout Usg,....i, = Ujg N ... N U, (resp. Uj, .. ;) posséde les
propri€tes (x), (x#), pour tout k le procédé qui vient d’étre decrit détermine

figyripk € TUs,..1,» S¥(F)) (resp. gj,,..;.x € L(Uj,....i,» SE(F)). Ona
an Z g v,

0, by =0 o .1h. SUNT S S PR
En effet g; 3 |Uj,,....1, peut se calculer de la maniére suivante. Soit
(PN P 2 L/ T

= A ~h
10 iy = 8igrumspsrsty Wig oo etg,o, , un’extension de gl ;4 Up ., x
Dio» i AlOIS gy o ik k(Ik@o, .ip,k))- Pour avoir la relation (11)

i sufﬁt de calculer fi, ..
par

a partir de 'extension de f;, _; |W; _; donnée
ir,k 10y r 105w r

Z ( l)h+l~:l oy

0" 0 r
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Pour conclure dans le cas E= 0y, compte tenu des (11), on n’a qu’d montrer
que

12 hk,io,...,ir =fi0,...,1r,k Gy -8, €LKk=0,...,n).

Mais ceci est une conséquence immediate de la construction des applications
0Og» - - - » 0, definies au §2.1 et des relations (10).

Considérons maintenant le cas géneral. Supposons que les (9) soient vraies
avec fE€Z'(V, E)et g€ C"(V N T, E) et que de plus on ait

fio,...,ir = "o(ho,io,...,ir) toooF nn(hn,io,....ir)

avec

h, =

X .',.)ez'(r;'@s"(r)) (k=0,...,n),

k,io,..

oing, . ..,n, sont les applications definies au §2.2.

Soit U un ouvert de Stein de X qui posséde les propri€tes (x), (*x), (%)
(on omet les indices). Pour tout entier positif k on vient de definir des applica-
tions I'(W, 0y) — I'(U, S¥(F)) d’ot en procédant comme au §2.2 on obtient
des applications

T, E) =T, E®S*F), &g,
qui rendent commutatif le diagramme suivant

I(W, 0%)

r(w, 0'y) —— I(W, E)

I(U, (S*(F)Y) — (U, *(F))) — T(U, E ® S*(F))

Ces applications sont indépendantes du choix de la présentation de E sur U.

De la méme maniére du cas E= 0y on trouve que les relations (11) et (12)
avec fig,....i, k € T(Us,....i,» E ®S*(F)) et g;,,...ink € T(Ujy,...7, EOS*F)
sont vraies.

La démonstration du Theoréme 3.2 est ainsi achevée.

2. La Définition 3.1 peut se géneraliser au cas relatif:

DEFINITION 33. Soit p: X — S un’application holomorphe entre deux
espaces complexes, F un faisceau analytique cohérent sur X, L(F) lespace fibré
linéaire associé  F, m: L(F) — X la projection. On dit que F est faiblement
positif relativement a S si pour tout s € S il existe un voisinage ouvert U de s et
un voisinage ouvert D de la section nulle de L(F)|p~'(U) tels que p © n|D: D
— X soit un’application 1-convexe.

Onale

THEOREME 34. Soient p: X — S un’application holomorphe propre entre
deux espdces complexes, F un faisceau sur X faiblement positif relativement d S,
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K un compact de S. Pour tout faisceau coherent E sur X il existe un entier
positif ko = ky(E) tel que sur K on ait: R"p(E ® S¥(F)) = 0 pour k > ko
etn=1.

DEMONSTRATION (CF. [7, THEOREM 6.2]). Soit N la section nulle de
L(F), soit : L(F) — X la projection, et fixons n = 1. On peut supposer qu’il existe
un voisinage ouvert D de NV tel que p o 71D soit un’application 1-convexe. Pour
tout r > 1 et tout ouvert U C S on a des injections (Proposition 2.3):

a3 #(p'O, § €O 5F)) —H@on ' @D, D).

1l s’ensuit que pour k = 1 les applications
R'p(, EOS*F)) — R'GonID)GE)

sont aussi injectives. Le faisceau R"(p © m|D),(n*E) est cohérent parce que
p o mlD est 1-convexe, et R"p(E ® S*(F)) est cohérent pour tout k > 1 parce
que p est propre. Soit

H,= & R'puEGSF):
k=

Grace aux injections (13) on peut regarder les H , comme une suite croissante de
sous-faisceaux coherents de R"(p ° 7| D), (7*E); comme K est compact, cette
suite doit étre stationnaire sur K, ce qui implique le théoréme.

4. Généralisation d’un théoreme de Kodaira et Grauert.
1. Le théoréme suivant est une géneralisation faible d’un théoréme di d
Kodaira [8] et Grauert [6].

THEOREME 4.1. Soient X un espace complexe compact réduit et F un
faisceau faiblement positif sur X, tel que Supp F = X. Alors X est un espace de
MoiSezon.

DEMONSTRATION. 1l est évident qu’on peut supposer X irréductible. Pour
x € X soit Mj le faisceau de germes de fonctions holomorphes sur X ayant en x
un zero au moins du second ordre. On a une suite exacte

0— M2 — 0, — 0,/M2 — 0.

Soit ko € N tel que H'(X, M2 ® S¥0(F)) =0 (Théoréme 3.2). En ten-
sorisant la suite exacte précédente par SO(F) on obtient la suite exacte:

0— Torfx (0y/M2, s"°(F)) — M? @s"°(F)

2, §'oF) — 0,/m2 5" F) — 0
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et de celle-ci deux suites exactes courtes:
0 — Tor X(0, /M2, §°°(F)) — M? ® §*(F) — Ker a — 0,
0 — Ker a — S °(F) — 0,/M? ® 5 °(F) — 0.
De la premiére on a une suite exacte de cohomologie:

0= H'(X, M? ® S*(F)) — H'(X, Ker a) — H*(X, Tor, (0, M2, §*OF ).

Comme le support de Oy /M 2 est réduit 4 {x}, se réduit 4 {x} aussi le support
de Torl"(O /M2, SO(F)). 1 sensuit H2(X, Tor, X (Ox /M2, S¥0(F))) = 0, et
par suite H!(X, Ker o) = 0.
De la deuxiéme suite exacte courte on obtient alors un’application surjective

(14) Iex, S°OF) — (0, /M2 5 °(F)),

Le nombre k, ci-dessus dépend du point x € X; le lemme suivant nous
assiire qu'’il existe un voisinage de x tel que ’application (14) soit encore sur-
jective quand on remplace x par un point de ce voisinage.

LEMME 4.2. Soient X un espace complexe compact, S un faisceau analytique
cohérent sur X. L’ensemble des points x € X ou lapplication canonique
I'(X, S) — (0x/M? ® S), n’est pas surjective est un. sous-ensemble analytique
fermé de X.

PREUVE DU LEMME. Soit Z I’ensemble en question. Si Py est le faisceau
des parties principales d’ordre 1 sur X (v. [4, exp. 15]), on a (ibid., Corollaire
2.5) un isomorphisme: Py ® C = (0/M2),.

Considérons le morphisme de faisceaux Oy — Py qui définit la structure
d’ Oy-algébre de PY. En tensorisant par S et en prenant les sections globales on
obtient un’application linéaire I'(X, S) — I'(X, Py ® S) qui rend commutatif
le diagramme suivant:

I(X, S) —>I'(X, P, ® S)

(0x/M2 ®S), > P, ®S®C.

Soient 0y, ..., 0, une base de I'(X, S) et h,, . .., h, leurs images dans
I'(X, Py ® S). Si H est le sous-faisceau de Py ® S engendré par i, . . . , h,
on trouve qu’on a Z = Supp(Py ® S/H) par une simple application de lemme
de Nakayama. Ceci prouve le lemme.

Posons maintenant 4 =C{y € X: F est libre sur OX y}, c’est un sous-en-
semble analytique de X. Soient 0, ..., g, une base de I'(X, S*O(F)). La

surjectivité de I’application (14) et le Lemme 4.2 impliquent qu’il existe un



ESPACES FIBRéS LINEAIRES FAIBLEMENT NEGATIFS 59

voisinage U de x tel que g,, . . ., 0, donnent des coordonnés locales aux points
de \M (%) En outre pour tout multiple k = nk, de k, les sections de
(X, S*(F)) données par o'! .. .ol aveci, + ...+ i, =n donnent encore des
coordonnes locales sur U\4.

Soient maintenant x;, x, deux points de X, et soit My, le faisceau des
germes de fonctions holomorphes sur X nulles en x, et x,. Soit k, tel que
H\(X, M, ., ® S*1(F)) =0 (Théoréme 3.2). De la suite exacte

0_’Mxlx2 - OX - OXM{.’:I.’:2 —0

1%2

avec le méme procede que ci-dessus on obtient un’application surjective
k k
(15) I'X, S '(F)) — I'%, OglM, . ®S '(F)).
Ona
k
1 =
F(X’ oxljuxlae2 ®S (F)) - (OX.xl /Mxl ®0X

»

(Sk‘(F))x )
xl 1
ky
® O, Ms, O, P,

oum, (resp.m,,) est I'idéal maximal de Ox,,, (tesp. Ox,x,). Une simple
application du lemme de Nakayama montre qu’il existe deux voisinages, U, de
x, et U, de x, tels que pour x; € U, et x; € U, on a une surjection du type (15).
Par suite il existe un nombre fini de sections globales de S*1(F), Q...
qui séparent les points de U, \4 et U,\A.(*) Si k' = nk, une propriété analogue
est vraie pour S*'(F).

Comme X est compact, on peut trouver un nombre fini s, . .., s, de
sections globales d’un certain S'(F) qui séparent les points et donnent des co-
ordonnés locales sur X\4, et telles que le morphisme de faisceaux 0 — S*(F)
defini par s, . . ., §, soit surjectif. N

Appliquons maintenant le Theéoréme 1.2. Soit donc 7: X — X une modi-
fication propre telle que 71X\~ 1(A4) soit un isomorphisme et E =
m*S*(F)| T(n*S*(F)) soit un faisceau localement libre, de rang I €gal au rang de
S'(F)IX\4 (et donc non nul parce que Supp F = X). On a un morphisme sur-
jectif 0% —> E défini par des sections 5.+, 55 €T(X, E) d’ou un’immersion
fermee:

(3) Les restrictions de 0y,..,0p & X\A déterminent un morphisme de faisceaux
0}! X\ 4 —>Sk°(t-')l x\4- Sirestle rang de Sk O(F), on obtient unapplication holomorphe

k
Grass (S O(F)| ) = X\ —> Grass 0’y | 4\ ) = (X\4) X G(h = r, h)

qui, compos€e avec la projection, donne un’autre application u: X\4 — G(h - r, h).
L'expression ‘“‘0y,..,0; donnent des coordonnés locales aux points de U\A ” signifie que
cette derniére application est un’immersion en tout point de U\A.

(%) Ceci signifie qu’on a u(U\A) N u(Ux\4) =@, u étant I'application définie comme
dans la note précédente 4 partir des sections a;,...,}.



60 VINCENZO ANCONA

X = Grass,E “— Grassy(09) = X x G - 1, @)-

En composant avec la projection on obtient un’application y: X—
G -1, q). Comme X est compact, w(Y) est un sous-espace analytique fermé
de G(g - 1, q). Compte tenu qu’a cause de Iisomorphisme 7: X\n—1(4) =
X\4 les sections 57, . . . , §, donnent des coordonnés locales et séparent les
points sur X \r~1(A), on voit facilement que ¥ est un’application holomorphe
de X sur yb(% dont la réciproque est méromorphe au sens de Remmert [9].
Comme w(yf) est un espace de Moisezon, X (et donc X) I’est aussi. C.Q.F.D.

2. Démontrons finalement le

THEOREME 4.3. Soient X un espace complexe compact réduit, F un faisceau
analytique cohérent sur X, et A =C{x € X: F, est libre sur OX' ). Silalgébre
A(F) = @k sol X, S*(F)) sépare les points et donne des coordonnés locales sur
X\A, X est un espace de MoiSezon.

On peut supposer X irréductible. De plus, grice au Theéoréme 1.2 on peut
supposer que F soit localement libre et que A(F) donne des coordonnés locales
et seépare les points en dehors d’un sous-ensemble analytique maigre 4 de X.
Etant donné des sections o, . . ., 0, € (X, S*(F)) notons X(a,, . . . , 6,)
I'ensemble des points de X ou 0y, ..., 0, ne donnent pas des coordonnés
locales, et Z(o,, . . . , 0,) I’ensemble des couples (x;, x,) € X x X tels que
6y, ...,0, ne séparent pas x, et x,; ce sont des sous-ensembles analytiques
de X et X x X respectivement.

Soient g,, . . ., 0, des sections globales d’un certain s* O(F) qui donnent
des coordonneés locales en quelque point de X, et soient Z,, . .., Z; les com-
posantes irréductibles de Z(g,, . . . , 0,,) non incluses dans 4. Soient x, €
ZM,...,x,€Z)\. Il existe des sections globales d}, . . . , o} d’un S*1(F)
convenable qui donnent des coordonnés locales en x, . . ., x;. Si on pose
=gl on G +...+i =k),

1 -9,
i J
! =n'l t
0. =0 e
Il"""t 1 Ot

o
il ,...,in

G+ +i =k

et on note Z}, . .., Z,, les composantes irréductibles de
D N /TN S 0}1,,,,,,-t, .. .) qui ne sont pas incluses dans A4, on aura
dimc(U2,Z) < dimg(Uj-,Z;). 11 est clair alors qu’ainsi poursuivant on pourra
trouver un nombre fini de sections globales d’un S*(F) convenable qui donnent
des coordonnés locales sur X\A.

Avec un raissonement analogue, remplagant X par X x X et Z(0,,...,0,)
par Z(g,, . . . , 0,) on peut affirmer qu’il existe un nombre fini de sections
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globales d’un certain S”(F) qui séparent les points de X\4.

On peut donc conclure qu’il existe des sections globales, en nombre fini,
d’un S(F) convenable, qui séparent les points et donnent des coordonneés locales
sur X\A. En procédant comme dans la partie finale de la démonstration du
Théoréme 4.1, on conclut que X est un espace de MoiSezon.
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